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вероятности безотказной работы для простых 
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Одной из важнейших проблем проектирования производственных систем является обеспечение их надеж­
ности . При этом имеется в виду не только техническая надежность технологического оборудования, но и вли­
яние внешних и внутренних случайных факторов, приводящих к сбоям производственного процесса .
В большинстве работ, связанных с исследованием надежности производственных и других технических 
систем, применяется аксиоматика Колмогорова . Соответствующий ей аналитический аппарат позволяет 
решать задачи максимизации вероятности выполнения производственных заданий (например, суточного 
графика выплавки стали или месячного плана производства) .
Оценка надежности как производственных, так и информационных систем является обязательной процеду­
рой при их проектировании и производится на основе построения специальной структурной схемы, называ­
емой моделью системы для расчета ее надежности . Надо отметить, что аксиомы Колмогорова сформулиро­
ваны для системы, состоящей из двух элементов . Соответствующее графическое пояснение справедливости 
аксиом основано на воображаемом эксперименте по случайному падению некоторой точки на единичный 
квадрат, внутри которого находятся две пересекающиеся окружности, площади которых пропорциональ­
ны вероятностям надежной работы соответствующих элементов . Но при этом нет упоминания, что центры 
окружностей должны находиться на определенном расстоянии друг от друга .
В данной работе для известных аксиом Колмогорова, лежащих в основе классической теории вероятностей, 
приведен их аналитический вывод .

Ключевые слова: производственные системы, надежность систем, аксиоматика Колмогорова, последова­
тельное соединение элементов, параллельное соединение элементов, вероятность события, область инте­
грирования

Исследование надежности производственных 
систем требует, как правило, применения аксиом 
теории вероятностей [1-6; 7, С . 101-129; 8; 9] .

Существуют две аксиоматики теории вероят­
ностей: теоретико-множественная и частотная . 
Мы здесь будем основываться на теоретико-мно­
жественной аксиоматике Колмогорова [10-21]. 
Согласно этой аксиоматике построения теории веро­
ятностей определены указанные ниже операции

1. Вероятность логической суммы двух незави­
симых и несовместных событий А и В равна сумме 
вероятностей этих событий: р(А + В) = р(А) + р(В) .

2 . Вероятность логической суммы двух незави­
симых и пересекающихся (совместных) событий А 
и В равна сумме вероятностей этих событий минус 
вероятность их произведения (то есть совместного 
появления): р(А + В) = р(А) + р(В) -  р(АВ) .

Простейшими моделями надежности являют­
ся последовательное и параллельное соединения
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двух элементов с известными вероятностями без­
отказной работы р 1 и р2 . При этом вероятность без­
отказной работы системы при последовательном 
соединении двух элементов, как известно, есть про­
изведение вероятностей р 1 и р2, что следует из акси­
ом теории вероятностей . Вероятность безотказной 
работы системы при параллельном соединении двух 
элементов следует из формулы, которая также полу­
чена на основании этих аксиом . Ниже изложен не 
аксиоматический, а аналитический подход для выво­
да указанных зависимостей .

Каждый из упомянутых двух элементов имеет 
случайный интервал до отказа . Обозначим соответ­
ствующие интервалы через т1 и т2 соответственно . 
Будем считать эти интервалы взаимно независимы­
ми . Для дальнейших выводов напомним известные 
соотношения из теории вероятностей

Пусть V есть детерминированная функция ф двух 
случайных переменных х и р:

V = ф(х, Р)- (1)

Переменная х имеет закон распределения Дх ), 
и переменная р имеет закон распределения Ну) . 
Система (х, р) имеет совместный закон распреде-
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Рис. 1. Область интегрирования В
[Integration domain B]

А В

Т1 т 2

Рис. 2. Последовательное соединение двух элементов
[Sequential connection of two elements]

*■

ления Дх, у), который в случае независимости х и р 
является произведением Цх)Цу) .

Пусть требуется вычислить вероятность собы­
тия V < z, где z -  заданное число . По определению это 
интегральный закон распределения:

Требуется вычислить вероятность безотказной 
работы системы на интервале [0, 7], которую мы обо­
значим через Рф . По определению

Рф = Вер(0 > Т). (5)

Fv (г ) = Вер(у < г) = Вер(ф(х, р) < г) = Ц  / ( х , у)йхйу, (2)
В

где область В определяется неравенством ф(х, у) < z 
(р и с .1) .

Рассмотрим теперь вычисление вероятности 
безотказной работы для двух простых моделей .

Первая модель: последовательное соединение 
двух элементов системы А и В со случайными интер­
валами безотказной работы т1 и т2 (рис. 2).

Случайный интервал безотказной работы такой 
системы 0 определяется очевидной формулой (3):

Вычислим для этого вероятность qф = 1 -  
-  Рф, то есть вероятность события 0 < 7. Она опреде­
ляется интегралом (2), где подынтегральное выра­
жение определяется формулами (4) . Остается опре­
делить область интегрирования В . Для этого нужно 
определить функцию ф случайных аргументов т1 и т2 .

Из формулы (3) следует:

6 = V Т 1 < Т 2

Т 2 ,

н
'

Мн
4

(6)

Отсюда область B определяется в соответствии 
с рис. 3 .

0 = шт(т1, т2). (3)

Пусть законы распределения интерва­
лов до отказа т1 и т2 обозначены соответ­
ственно через f1 (0 и 2̂(0 .

Вероятности отказа элементов q1 и q2 
на интервале [0, 7] определяются форму­
лами (4):

т

qx = Bep(Tj < T ) = f f ( t  )dt

0 (4)
T

q2 = Вер(т2 < T ) = f  f 2(t)dt
0

При этом вероятности безотказной 
работы равны: р 1 = 1 -  q1, р2 = 1 -  q2 . Рис. 3. Область B для последовательного соединения элементов

[Area B for serial connection of elements]
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Рис. 4. Параллельное соединение элементов
[Parallel connection of elements]

На осях координат обозначены переменные .  и 
t2, которые соответствуют перемеа ным х и  у к фо|г- 
муле (2) .

На рис . 3 показана область В. В соотвеистнии м 
ее геометрией запишем интеграл для вычисления 
вероятности отказа на интервале [0, 7], то есть вели­
чины 1 -  Рф .

1 -  РФ = |  (|  / 2  (¿2 Ж  Ж  =
е<т

Т да да Т

= I I Ж ) / 2 (¿2 )Ж^1 + {2 / 1  (¿1 )М А Ж Л 1 = (7)
0 0 Т  0
Т да Т

= | / М Ж  + | А (Ь Щ ¡А Ж Ж  = (1 -  д ) + л(1 -  Р2 ),
0 Т 0

отсюда

Рф =  ДР2 . (8)

Теперь получим аналогичным образом форму­
лу для вероятности безотказной работы системы из 
двух элементов, включенных параллельно (рис. 4) . 
Обозначения останутся прежними .

Для вычисления вероятности бвчоткмзной рибтты 
используем аналогичный интеграл, рпмедерив рредви- 
рительно функцию ф и область интегрирование У!.

Функция ф определяется с ооаношени ем:

е = тах(т1, т 2) . (9)

Область В показана на рис. 5.
Будем вычислять вероятность безотказной 

работы Рф . При этом область В, соответствующая

нерааенстну 0 > Т, ограничена внешней стороной 
квадрртм на рир. 5 . В соответствии с этим напишем 
пределы интегрирования

Рф = |  ( | А(А)ЖЖЖАЖ  =
е>Т

Т да да да

= |  | /(¿1) / 2 (¿2)Ж^1 + | | /1 (¿1)/2(¿2)Ж^1 =
0 т  т  0 (10)
Т да д а д а

= |  / 1 (¿ 1 Ж I  / 2  (¿ 2  )Ж + |  / 1 (¿ 1  Ж I  / 2  (¿ 2  )Ж =
0 Т  Т  0

= (1 -  Д ) • Р2 + д. • 1 = Р1 + Р2 -  Р1 • Р2 ■
Кок ридно, полученные формулы (9) и (10) пол- 

ность ю совпадают с формулами, приводимыми в 
литературных источниках по теории вероятностей, 
которые считаются верными по определению, как 
следств ие из аксиом .
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Analytical justification of formulas for calculating 
the probability of failure-free operation for simple 

reliability models
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Abstract. In the majority of works connected with 
research of reliability of production and other technical 
systems the Kolmogorov axiomatics is applied . The 
corresponding analytical apparatus allows to solve 
problems of maximization of probability of performance 
of production tasks (for example, daily schedule of steel 
smelting or monthly production plan) .

Evaluation of reliability of both production and 
information systems is a mandatory procedure in 
their design and is based on the construction of a 
special structural scheme, called the system model 
for calculating its reliability It should be noted that 
Kolmogorov’s axioms are formulated for a system 
consisting of two elements . The corresponding graphical 
explanation of axiom equity is based on an imaginary 
experiment on a random drop of a certain point on a 
unit square, inside of which there are two intersecting

c

circles whose planes are proportional to the probability 
of reliable operation of the corresponding elements . But 
there is no mention that the centers of circles should be 
at a certain distance from each other

In this paper, for the known Kolmogorov axioms 
underlying the classical probability theory, their analytical 
conclusion is given

Keywords: production systems, reliability systems, 
the axioms of Kolmogorov, the series connection of 
elements, the parallel connection of elements, the 
probability of the event, the region of integration
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