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Введение

Среди существующих производственных 
систем можно выделить простые системы и сложные 
системы. Простота или сложность здесь связаны с 
проблемами управления. Простые системы, как пра-
вило, характеризуются наличием детерминирован-
ных процессов функционирования. В противополож-
ность простым системам сложные системы подвер-
жены действию случайных факторов. Именно такие 
системы характерны для металлургического произ-
водства. Построение алгоритмов управления про-

изводственными системами в металлургии требует 
исследования закономерностей случайных процес-
сов, возникающих при функционировании системы. 

Исследование надежности управления произ-
водственными процессами в сложных производ-
ственных системах требует, как правило, примене-
ния аксиом теории вероятностей [1–9]. 

Практическое применение указанных акси-
ом, безусловно, подтверждает их справедливость. 
Однако весьма интересно доказать их справедли-
вость аналитически.
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Одной из важнейших проблем проектирования производственных систем является обеспечение их надеж-
ности. При этом имеется в виду не только техническая надежность технологического оборудования, но и вли-
яние внешних и внутренних случайных факторов, приводящих к сбоям производственного процесса.
В большинстве работ, связанных с исследованием закономерностей случайных процессов в производствен-
ных и других технических системах, применяется известная аксиоматика. Соответствующий ей аналитиче-
ский аппарат позволяет решать задачи оценки вероятности выполнения производственных заданий (напри-
мер, суточного графика выплавки стали или месячного плана производства).
Известная формула оценки вероятности некоторого случайного события, определяющая указанную вероят-
ность как отношение числа удачных опытов к числу всех опытов, обычно принимается в качестве аксиомы.
Нет сомнения, что данная аксиома справедлива, поскольку она всегда подтверждается опытным путем. 
Однако интересно получить это подтверждение аналитическим путем. 
В данной работе приведен аналитический вывод указанной формулы. 
В соответствии с частотной аксиоматикой теории вероятностей оценка вероятности некоторого события p* 
определяется отношением числа реализаций этого события y в серии из n независимых испытаний к числу 
этих испытаний.
Величина y имеет биноминальное распределение, которое при достаточно большом n по теореме Лапласа 
стремится к нормальному с теми же параметрами. Практически нормальным законом можно пользоваться 
уже при n > 15.
Запишем модель оценки p* как относительную частоту, то есть отношение y к n.
Поскольку p* есть линейная функция y, то закон распределения p* также асимптотически нормальный.
Числовые характеристики распределения p* вычисляются по известным формулам для линейных функций 
случайных величин. Возникают вопросы: оптимальна ли оценка p*? Чтобы ответить на этот вопрос, сформу-
лирована оптимизационная задача, для решения которой использован метод множителей Лагранжа.
Решение этой задачи показало, что используемые аксиоматические значения множителей 1/n являются 
оптимальными в смысле минимума дисперсии оценки вероятности случайного события.

Ключевые слова: вероятность случайного события, область интегрирования, функция работоспособно-
сти системы, коэффициент готовности системы, биноминальное распределение, числовые характеристики 
закона распределения, оптимизационная задача
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Аналитический вывод формулы оценки 
вероятности случайного события

В соответствии с частотной аксиоматикой тео-
рии вероятностей оценка вероятности некоторого 
события p* определяется отношением числа реали-
заций этого события в серии из n независимых испы-
таний к числу этих испытаний:
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Здесь через Si обозначены значения функции 
работоспособности некоторой системы, принимаю-
щие значения: Si = 1 (система работала в i-м экспери-
менте), Si = 0 (система отказала в i-м эксперименте).

Данное определение применяется во всех 
известных источниках, использующих понятие веро-
ятности случайного события для постановки и реше-
ния теоретических и практических проблем, связан-
ных с необходимостью оценки указанной вероятно-
сти и принятия решений по управлению некоторой 
стохастической системой [10–25].

Пусть в каждом опыте производится индикация 
изучаемого события, которое либо происходит, либо 
не происходит. Например, это индикация функции S 
работоспособности системы, принимающей значе-
ния 1 или 0. Закон распределения дискретной вели-
чины S таков: 

( ) ( )1 , 0 1 .     = = ρ = = − ρBep S Bep S

Здесь p – неизвестное число, подлежащее оцен-
ке. Оно выражает коэффициент готовности системы. 
Выразим математическое ожидание и дисперсию 
случайной величины S через вероятность p:

[ ] ( )0 1 1M S = ⋅ − ρ + ⋅ρ = ρ ,

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )2 20 1 1 1 .D S = − ρ − ρ + − ρ ρ = ρ − ρ  (2)

Вычислим теперь математическое ожидание и 
дисперсию абсолютной частоты y:
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где Si – реализация функции S в i-м опыте.
По известным из теории вероятностей форму-

лам [9–13] для числовых характеристик суммы неза-
висимых случайных величин имеем: 
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Величина y имеет биноминальное распределе-
ние, которое при достаточно большом n по теореме 
Лапласа стремится к нормальному с теми же пара-
метрами. Практически нормальным законом можно 
пользоваться уже при n > 15.

Запишем теперь модель оценки p* как относи-
тельную частоту:
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Закон распределения p* как линейной функции 
y также асимптотически нормальный.

Числовые характеристики распределения p* 
также вычисляются по известным формулам [9–16] 
для линейных функций случайных величин и в соот-
ветствии с формулами (4):
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В соответствии с (6) оценка p* (5) является 
несмещенной (имеет математическое ожидание p) 
и состоятельной (дисперсия при увеличении n стре-
мится к нулю).

Возникают вопросы: оптимальна ли оценка p* 
(5) и как оценить ее дисперсию, чтобы затем вычис-
лить σ*[p*]? Для ответа на первый вопрос запишем 
модель (5) в более общем виде:
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Потребуем таких значений коэффициентов αi, 
чтобы оценка p* была несмещенной (то есть M[p] = p) 
и имела минимальную дисперсию D[p*]. Итак, будем 
искать оптимальную оценку вероятности p* в смысле 
минимума ее дисперсии. Оптимизационную задачу 
сформулируем следующим образом: найти минимум 
дисперсии
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при ограничении:

[ ]
1

∗

=

 ρ = ⋅ α = ρ  ∑
n

i
i

M M S  (9)

Учитывая, что [ ]M S = ρ, а [ ] ( )1D S = ρ − ρ , перепи-
шем (8) и (9) в виде:
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Для поиска минимума D[p*] по αi используем 
метод множителей Лагранжа и запишем следующую 
целевую функцию: 
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где λ – множитель Лагранжа.
Приравняем к нулю производные по неизвест-

ным коэффициентам αi:
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Просуммировав по i первые n уравнений, полу-
чим:

( )
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Подставив сюда последнее из уравнений (12), 
имеем:

( )2 1 0.nρ − ρ − λ =  (14)

Отсюда
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Подставив (15) в i-е уравнение (12), запишем:
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Полученные значения αi показали, что оцен-
ка значения вероятности случайного события (1, 5) 
оптимальна в смысле минимума дисперсии. 

Заключение

Проблема вычисления вероятности случайно-
го события является типичной при исследовании 
проблем и поиске закономерностей различных слу-
чайных явлений, возникающих при проектирова-
нии производственных процессов в металлургии и 
поиске эффективных алгоритмов управления такими 
процессами. Нет сомнения, что аксиоматика теории 
вероятностей представляет верную формулировку 
для экспериментальной оценки указанной вероятно-
сти, подтвержденную неоднократно опытным путем. 
Однако аналитический вывод формулы оценки веро-
ятности случайного события отсутствовал. 

В данной работе классическое аксиоматическое 
определение формулы для вычисления вероятности 
случайного события получило свое аналитическое 
подтверждение в результате представленного дока-
зательства.
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Abstract. One of the most important problems 
of designing production systems is to ensure their 
reliability. At the same time, it is meant not only the 
technical reliability of technological equipment, but also 
the influence of external and internal random factors that 
lead to failures of the production process.

In most works related to the study of regularities 
of random processes in production and other 
technical systems, the known axiomatics is used. The 
corresponding analytical tool allows to solve the problem 
of assessing the probability of production tasks (for 
example, daily schedule of steel smelting or monthly 
production plan).

The known formula for estimating the probability 
of some random event, which determines the specified 
probability as the ratio of the number of successful 
experiments to the number of all experiments, is usually 
accepted as an axiom.

There is no doubt that this axiom is fair, as it is always 
confirmed by experience. However, it is interesting to 
obtain this confirmation analytically.

This paper presents an analytical conclusion of this 
formula.

According to the frequency axiomatics of probability 
theory, the probability of some event p* is determined by 
the ratio of the number of realizations of this event y in 
a series of n independent tests to the number of these 
tests.

The value of y has a binomial distribution, which at 
sufficiently large n by Laplace’s theorem tends to normal 
with the same parameters. Almost normal law can be 
used already at n > 15 .

We write the evaluation model p* as the relative fre-
quency, that is, the ratio y to n.

The distribution law of p* as a linear function of y is 
also asymptotically normal.

The numerical characteristics of the distribution of 
p* are calculated by known formulas for linear functions 
of random variables.

Questions arise: is the estimate of p* optimal and how 
to estimate its variance to then compute σ*[p*]? To answer 
these questions, an optimization problem is formulated, for 
which the Lagrange multiplier method is used.

The solution of this problem has shown that the axi-
omatic values of the 1/n multipliers used are optimal in 

the sense of the minimum variance of the random event 
probability estimate.

Keywords: probability of a random event, 
integration area, system operability function, system 
availability coefficient, binomial distribution, numerical 
characteristics of the distribution law, optimization 
problem
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